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RESUMO

Apresentar um novo estudo na area de estatistica com aplicacfes a dados reais sempre sera um desafio para 0s
pesquisadores, principalmente, da &rea de estatistica experimental. Neste trabalho utilizou-se a distribuicéo
assimétrica t-Student assimétrica tipo 3 (ST3) com quatro parametros para avaliar o efeito do teor de B e a absorcao
de S na producdo de gréos de soja. Essa distribuicdo é simétrica, assimétrica, platicdrtica, leptocdrtuca, unimodal
e bimodal assimétrica para alguns valores paramétricos. Encontra-se bem definida e fundamentada por meio de
propriedades matematicas. As estimativas dos parametros foram obtidas utilizando o método da méaxima
verossimilhanca. Foram realizados estudos de simulacéo para diferentes cenarios e, ainda, a andlise de residuos.
O novo estudo obteve melhores resultados em relagdo ao modelo normal, conforme os critérios de comparacéo de
modelos AIC BIC.

Palavras-chaves: Delineamentos. Assimetria. Estimacdo. Verossimilhanga. Comparagéo. Residuos.

ABSTRACT
Providing a new study in the field of statistics with applications to real data will always be a challenge for
researcher, mainly, of experimental statistics. In this, work was used the Student t-distribution asymmetric type 3
(ST3) with four parameters to evaluate the effect of boron content and absorption the sulfur in the production of
soybean. The parameter estimates were obtained using the maximum likelihood method. Thus, using the BIC AIC
models comparison criteria ST3 distribution showed better results compared to the normal model.
Keywords: Design. Asymmetry. Estimation. Comparison. Residuals.

1. INTRODUCAO

A estatistica experimental é a ferramenta mais indicada para trabalhar com dados
provenientes de ensaios experimentais. Ela vem contribuindo na pesquisa cientifica desde o
planejamento até a interpretacéo dos resultados, conforme Banzatto e Kronka (2013). Este fato
gue faz com que a andlises estatisticas desempenhem um papel fundamental no campo
cientifico, visto que tais técnicas sdo utilizadas em quase todas as etapas da pesquisa. Neste
contexto, muitos estudos sdo realizados na estatistica experimental com a finalidade de
melhorar as analises e ajudar na interpretacdo dos resultados.

Conforme Johnston e Pennypacker (1993), delinear um experimento € planejar
condigdes controle e experimentais de modo a permitir comparacfes significativas entre

verificar os efeitos da variavel independente e responder ao problema de pesquisa. Por esta
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razdo, € extremamente importante que 0 pesquisador conhega as caracteristicas, as
possibilidades e os limites dos delineamentos experimentais.

Os delineamentos inteiramente causalizados (DIC) sdo utilizados quando a variabilidade
entre as parcelas experimentais € muito pequena, isto €, praticamente, inexistente. Devido a esta
exigéncia, séo utilizados em locais em que as condi¢Oes experimentais possam ser bem
controladas. A maior desvantagem desse delineamento é que toda a variabilidade existente pode
inflacionar o erro experimental, exceto a fonte de variacdo devida aos efeitos dos tratamentos,
podendo comprometer os resultados inferenciais da pesquisa.

Dentre as distribuicdes de probabilidades utilizadas na area da experimentacdo a
distribuicdo normal € uma das mais destacadas. Porém, essa distribuicdo ndo se ajusta bem a
dados que apresentam assimetrias, devido possuir apenas os dois primeiros momentos
diferentes de zero, ou seja, a média (parametro de locacdo) e o desvio-padrdo (parametro de
escala), conforme (Mood, 1974). Além disso, alguns pressupostos precisam ser satisfeitos:
homocedasticidade, normalidade dos residuos, independéncia dos erros e linearidade para
verificar a qualidade do ajuste.

No entanto, existem muitos fendmenos que nado satisfazem a tais suposicdes. Neste caso,
as distribuicdes assimétricas podem ser uma alternativa, visto que podem ajustar-se melhor aos
dados, pois modelam a assimetria, a curtose e, naturalmente, as possiveis, observactes
extremas. Existem trabalhos na literatura sugerindo uma transformacdo na variavel resposta
para resolver o problema da falta de normalidade dos erros. No entanto, tal metodologia
ocasiona uma mudanca de interpretacdo dos resultados, fato que néo interessa ao pesquisador,
porque a varidvel passa para uma nova escala, conforme (Banzato; Kronka, 2006). Sendo assim,
uma das alternativas para contornar o problema da falta de normalidade dos erros é a utilizacdo
de modelos que apresentam caudas mais pesadas. Por exemplo, a distribuicdo de t-Student tem
essa propriedade por meio do parametro que representa os graus de liberdade.

Por isso, muitos estudos séo realizados com a finalidade de criar novas familias de
distribuicbes que acomodem, tanto a medida de assimetria, quanto a curtose dos dados.
Consequentemente, tais familias passam a ter mais parametros e exigir mais recursos
computacionais. Pode-se encontrar na literatura algumas extensbes da distribuicdo normal,
como por exemplo, skew-normal, logistica- normal, log-normal (Box-Cox) e beta-normal.

Essas distribui¢cbes normais-assimétricas vém sendo utilizadas em vaérias areas do
conhecimento, por exemplo, a skew-normal na &rea de seguros agricolas, a beta normal e a odd

log-logistica normal nas areas de analise de sobrevivéncia e estatistica experimental,
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respectivamente. A distribuicdo gama-normal, recentemente, em tensdo de ruptura das fibras
de carbono. Macerau (2012) realizou um estudo comparativo das distribuicdes assimétricas X-
estavel, normal, t - Student e Laplace. Os ajustes foram avaliados e comparados com base na
analise dos residuos e segundo diferentes critérios de qualidade de ajuste, como o Critério de
Informacdo de Akaike - AIC (Akaike, 1974) e o Critério de Informacdo Bayesiano - BIC
(Schwarz, 1978).

Neste contexto, realizou-se este estudo utilizando a distribuicéo t - Student assimétrica
tipo 3 (ST3). Tal distribuicdo foi proposta e fundamentada matematicamente utilizando o
método proposto por (Ferndndez; Osiewalski; Steel, 1995). Esta metodologia destaca-se, pois
ndo requer a funcdo de distribuicdo acumulada. Além disso, propriedades matematicas como
0s momentos sdo faceis de serem obtidos. Na literatura encontram-se aplicacdes em retornos
financeiros, em (Fernandez; Steel, 1998), e outras aplicacdes, em Azzalini e Capitanio (2003).

Dessa forma, conduziu-se este estudo, com o0 objetivo de ajustar o modelo de regresséo
na distribuicdo ST3. O ajuste verificou-se o efeito do teor de boro e a absorgédo de enxofre na
producdo de grdos de soja. Além disso, a distribuicdo ST3 foi comparada com a normal
utilizando os critérios AIC e BIC. Concluindo-se, ap0s as analises estatisticas, que a distribuicédo

ST3 explicou melhor o conjunto de dados do que a distribuicdo normal.

2. MATERIAL E METODOS

Os dados utilizados nesta aplicacéo sdo referentes a um ensaio experimental conduzido
no Bloco 3, do Centro de Pesquisa Geraldo Schultz, localizado no municipio de Iracemépolis-
SP. O clima segundo Kdppen é do tipo Cwa (clima tropical de altitude, com chuvas no veréo e
seca no inverno). O solo foi classificado como Latossolo Vermelho distréfico. O objetivo do
experimento foi avaliar o efeito do teor de boro (B) e a absorcéo de enxofre (S) na producgéo de
grédos de soja. A pesquisa foi realizada pela empresa Produquimica, em Iraceméapolis-SP, no
ano agricola 2014/2015.

A semeadura foi realizada no dia 12 de novembro de 2014, com espagamento entre
linhas de 0,5 m e densidade de 16 sementes por metro linear. Cada parcela foi composta de 6
linhas com 7 m de comprimento, com 6 repeti¢6es por tratamento. A parcela util foi constituida
por 2 linhas com 5 m de comprimento. Foi utilizado um tratamento controle (Tratamento 1) e,
além disso, o experimento foi conduzido por meio de um delineamento inteiramente

casualizado com 4 repeticdes e 7 tratamentos. Conforme o quadro abaixo:
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Tabela 1: Produtos utilizados na conducao do experimento. CPGS, Iracemapolis - SP, 2015

Tratamentos Dose de Boro (kg ha) Dose de Enxofre (kg ha)

1 Controle - -

2 Sulfurgran - 38,5
3 Sulfugran + Borosol 1 38,5
4 Sulfugran + ActiveBor 1 38,5
5 Sulfugram + Ulexita 1 38,5
6 Sulfugram + Produbor 1 38,5
7 Sulfugram B-MAX 1 38,5

Tabela 2: Descri¢do e composicdo dos produtos utilizados na conducdo do experimento

Produto Comercial Composicéo Granulometria S% B%
1 Controle - - - -
2 Sulfurgran S elementar Pastilhado 90 -
3 Sulfugran + _ ) )
Elementar + acido bérico Pastilhado + p6 90 17
Borosol
4 Sulfugran + Elementar + octaborato de )
) ) Pastilhado + po 90 209
ActiveBor sodio
5 Sulfugram + ) ) )
) Elementar + ulexita Pastilhado + po 90 14
Ulexita
6 Sulfugram + Elementar + ulexita Pastilhado + 0 10
Produbor parcialmente acidulada granulado
7 Sulfugram B- Elementar + ulexita na _
) Pastilhado 77 2
MAX mesma pastilha

2.1 DistribuicGes Assimétricas

Uma das caracteristicas importantes das distribui¢fes assimétricas é que elas preservam
as propriedades matematicas da distribuicdo da qual foi gerada. Por exemplo, a distribuicdo
normal assimétrica e a distribuicdo t- Student assimétrica, ambas permanecem com as
propriedades dos submodelos normal e t - Student, respectivamente, (Azzalini, 1985).

Conforme Campos (2011), muitos estudos nem sempre estdo de acordo com o0 modelo
normal, devido a falta de simetria na distribui¢do ou presenca e distribuices com caudas mais

pesadas ou mais leves do que o0 modelo normal. Neste sentido, confirma (Cruz; Branco, 2009),
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que Vvérios trabalhos vém sendo propostos com a utilizacdo de modelos mais flexiveis para o
erro, que podem ser mais realistas, ver por exemplo, Azzalini (1999), Diciccio e Monti (2004)
e Genton (2004).

Muitos autores utilizaram as distribui¢fes assimeétricas para estudos de modelagem em
que ocorrem assimetria, caudas mais pesadas ou bimodalidade. Campos (2011) ajustou modelos
de regressdo ndo lineares considerando erros normais assimétricos e a t-Student assimeétricos
com e sem heterocedasticidade. O autor concluiu em seu trabalho que o modelo assimétrico
normal foi melhor do que os demais. Cruz e Branco (2009), fizeram um estudo de modelos de
crescimento e consideram distribuicdes assimétricas dos erros em dados clinicos de gestantes e
concluiram que a distribuigao assimétrica t - Student foi a que melhor se ajustou aos dados.

Um estudo do modelo de crescimento de Gompertz aplicado em dados de pesos de
codornas, machos e fémeas, realizados por Rossi e Santos (2014), considerou distribuicdes
assimétricas e simétricas para os erros e foi constatado que os modelos em erros assimétricos
normais e t-Student, respectivamente, foram o que obtiveram melhores ajustes aos dados.
Guedes, Martins e Carneiro (2014), ajustaram modelos de regressao com erros normais e com
erros normais assimeétricos a dados de altura de plantas e 0 modelo com erros normais

assimétricos mostrou-se mais adequado em algumas situacdes.

Definigdo 2.1 Coeficiente de assimetria: Seja X uma variavel aleatéria qualquer com valor

esperado [ e desvio-padrado o. O coeficiente de assimetria de X, denotado por a3, indica o grau

de assimetria da sua distribuicéo de probabilidade e é definida por:

_E[X -]
0-3

em que supomos a existéncia do terceiro momento de X (Magalhaes, 2013).

a3

)

Definigdo 2.2 Coeficiente de Curtose: Seja X uma variavel aleatéria qualquer com valor

esperado U e desvio-padrado o. O coeficiente de curtose da variavel X, denotado por aa, mede

a intensidade dos picos da sua distribui¢ao de probabilidade e é definido por:

_E[X -]
0-4»

em que € suposto a existéncia do quarto momento de X. No caso de distribuicdo unimodal

Ay

)

utiliza-se o intervalo,
u-— MO!
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em que 1 e M, sdo, respectivamente, a média e a moda da distribui¢do. A relacdo apresentada
é denominada de Medida de Assimetria de Pearson, baseia-se na relagdo entre moda e média,
pode-se emprega-las para determinar o tipo de assimetria, se:
e u— M, =0,aassimetria é nula, ou seja, a distribuicéo € simétrica;
e u—M,<0,aassimetria é a esquerda;
e u—M,>0,aassimetria € a direita.
Uma medida que supera esse € o Coeficiente de Assimetria de Pearson, dado por:

-M
A_I;:‘u - 0’

em que o é o desvio-padrdo da distribuicdo. A utilizacdo dessa expressao envolve dificuldade

caso a distribuicdo apresente mais de uma moda. Caso a média e o desvio-padrdo ndo sejam
medidas disponiveis, podemos calcular a assimetria utilizando os quartis, por meio do
Coeficiente Quantil de Assimetria, dado por,
Q3 —2M; + Q4

Q:—0Q1 '

em que Q; e Q5 sdo o primeiro e terceiro quartis, respectivamente, da distribuicdo (Yule, 1912;

4 =

Bowley, 1920). O coeficiente Quantil é conhecido como Coeficiente de Assimetria de Bowley.
Como ndo foi possivel obter os momentos da distribuicdo ST3 de forma analitica, uma
alternativa para as medidas de assimetria B (Galton, 1883) e de curtose 9t (Moors, 1988), sdo
dadas por:

_0(6/8) +0Q(2/8) —20(4/8)
Q(6/8) —Q(2/8)

B

_Q(7/8) —Q(5/8) +0Q(3/8) —Q(1/8)

o 2(6/8) — Q(2/8)

respectivamente.
Os gréaficos de assimetria e de curtose de X para alguns valores paramétricos foram

mostrados nas Figuras (1) e (2).
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Figura 1: Galton's skewness para a distribuicéo assimétrica ST3. Gréfico (a) em funcdo de 4 € [0; 0,9] com
a € [0; 1, 5] e Gréfico (b) em fungéo de 4 € [0; 0,6] com & € [0; —0, 5].

Figura 2: Moors’ kurtosis para a distribui¢iio assimétrica ST3. Grafico (¢) em funcdo A € [0;0,9] com a €
[0; 1,5] e Gréfico (d) em funcdo de A € [0; 0,6] com a € [0; —0, 5]

2.2 Método para obter uma distribuicdo assimétrica
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Ferndndez e Steell (1995), definiram um método para transformar uma distribuicéo

simétrica em uma funcdo densidade assimétrica que é dado por:
2 {fx(‘rx), x<0

f(x ) = fx G), x>0

1
T+ ?
em que T > 0 é o parametro de assimetria e fy(x) é a funcdo densidade da distribuicéo

simétrica.

As principais propriedades de fx(x; ) séo:
i. Set =1, entdo, tem-se 0 caso Simétrico, isto &, fy (x|t = 1) = fx(x);
ii.  Afuncdo fyx(x|t) mantém a mesma moda de fyx(x). Uma vez que fx(x) é unimodal e
simétrica em torno de zero, a moda serd sempre no zero;
iii. A massa de probabilidade a esquerda e a direta de zero é independente de fx(x), ou
seja,

2t (° . x 72
A6 =), h(E) = rmsenz0

72 1
F,(x)=1—-P(x 20)=1—1+T2=1+T2,sex <0.
F1(X)_T2
Fp(x)

iv.  Adistribuicdo sera assimétrica a direta se T > 1 e assimétrica & esquerda se T < 1.

A existéncia dos momentos de Fy(x|7) depende dos momentos absolutos de Fy(x). O

r-ésimo momento é dado por:

(G2l

TT+1

TT'+1 +

Ex(x"|7) = i1 M

em que,

M, = Zf x" fx(x)dx,
0

é 0 r-ésimo momento absoluto de fy (x).

A média e a variancia de fy(x|t) sdo dadas, respectivamente, por:

Bl = My (v =) =
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1
Vary(x|t) = (M, — M?) (‘L’Z + T—2> +2M? — M, = o2,

O coeficiente de assimetria de fyx(x|t) pode ser calculado por:

1 (M3 + 2M13 - 3M1M2) (TZ + i2) + 3M1M2 - 4M13
A(x|t) = (‘[ + —) LA 3 :
T 1 /2
| (M = M2) (72 + ) + 27 — My

O coeficiente de curtose de P(x|t) pode ser calculado por:

Ex (x*|7) — 4Ex (x|1) Ex (x*|7) + 6Ex (x*|1) Ex (x|1)* — 3Ex (x|7)*

Kxlr) = Vary(x|t)?

2.3 Distribuicéo t -Student

A variavel aleatdria X tem distribuicdo t -Student com notagdo X ~ t(u, d2,v) se sua

densidade for escrita da forma:

v+1

fx(xp0,v) = ) s (1+1(""“)2) * L, x € (—,0)
x\XH,0,V) = r(g) Vo ! o

v o?
em que u € R é o pardmetro de locacdo, o > 0 é o parametro de escala, I'(-) é a funcdo
matematica gama e v > 1 sdo os graus de liberdade da distribuicdo. Para v = 1, tem-se a
distribuicdo de Cauchy. Para v > 20, a distribuicdo t -Student é, assintoticamente, a

distribuicdo normal. Para 2 < v < 20 tem-se a distribuicéo t -Student.

2.4 Distribuicio skew-t tipo 3

A distribuigdo skew-t tipo 3 (ST3) foi obtida pelo método de Fernandez e Steell (1995).

Neste caso, ndo é preciso fazer uso da funcdo de distribuicdo acumulada, sendo dado por:

(v+1)
z2\ 1] 2
ko1 x <1+—>—Zl ) z=20
vt
fz(z;m0,7,v) = (1)
72 2
o1 x <1+7>Tzl , z<0

v+1

- 2 Tl , R ~ .
em que, z = — k= ( 2 )1, sendo que u € R é o parametro de locagdo, 0 >0 é o
T )

parametro de escala, T > 0 é o parametro de forma e v > 0 séo os graus de liberdade.
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A distribuicdo ST3 é uma das cinco versdes assimétricas para a distribuicdo t, definida
com quatro parametros, tendo suporte no conjunto dos reais. Para a notacdo, adotar-se-a
Z ~ST3(u,0?,1,v). Na Figura 3, tem-se algumas formas de assimetria para a distribuicéo e,

ainda, € possivel observar o comportamento dos submodelos da distribuicdo ST3.

(a) (b)

0.4

0,30

——  homal

— 1 Studen
Cauchy

— STR3

0.25
1

0.20
1

=)

a.z
1

f{x)

0,10 015
i

01

0,05
L

0,00
|

0.0

Figura 3: (a) Densidades da distribuicdo ST3, para valores diferentes de u, fixandoo =1, t=2ev = 6;
(b) Densidades  Normal, t de Student, Cauchy e ST3, para diferentes valores de v, fixandou =0, =1
et=1.

2.5 Critério de selecdo dos modelos

A escolha do modelo apropriado, do ponto de vista estatistico, € um tdpico
extremamente importante na analise de dados (Bozdongan 1987; Akaike, 1974). Um dos

critérios de informagéo (I1C) tem a seguinte forma, segundo (Konishi; Kitagawa, 2008):

1C(X,, C) = —2 z log £ (X;|8 (X)) + 2(vies)

— 2 z log £(X;10 (X)) + 2(b(6))

Fundamentado no conceito de informacdo, ele oferece uma medida relativa das
informacdes perdidas, quando um determinado modelo é utilizado para descrever a realidade.

Dessa forma, mostrou que o viés b(G) € dado assintoticamente por:
b(G) = trl(80)](8,)7%,
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sendo que J(0,) é a matriz de informacdao de Fisher de g e 1(6,) é dado por

d(x|0) 0(x|0
100 = [ g 2525

O AIC é um critério que avalia a qualidade do ajuste do modelo paramétrico, estimado
pelo método da méxima verossimilhanca; tendo fundamentos ligados ao fato que o viés
assintotico (2.6) tende ao numero de parametros a serem estimados no modelo, pois sob a
suposicao de que existe um 68, no espagco paramétrico @ tal que g(x) = f(x|8,), ocorre a

igualdade das expressdes I1(6,) = J(0,), e assim obtém-se que na equacao (2.6) que:
b(G) = Boteyy 108 f (Xa[806)) = g [log £ (218 (X))

=tr1(00)J(8,)" = tr (I,) =p,
em que p € o nimero de parametros a serem estimados no modelo.

Substituindo o resultado obtido em (2.7) na expressao (2.5), Akaike (1974) definiu seu
critério de informacéo da seguinte forma,

AIC = —21og L(0) + 2(p)

A derivacdo completa do resultado acima pode ser encontrada, por exemplo, em
Emiliano (2013) e Konishi e Kitagawa (2008). O modelo com menor valor e AIC é considerado
0 modelo de melhor ajuste. Existem varias corre¢cdes para melhorar o comportamento do AIC,
no sentido de diminuir a probabilidade de selecionar uma ordem maior do que a necessaria.
Modificagbes do AIC incluem o critério de informacdo Bayesiano.

O Critério Bayesiano de Schwarz (BIC) tem como pressuposto a existéncia de um
“modelo verdadeiro” que descreve a relacdo entre a variavel dependente e as diversas variaveis
explanatérias entre os diversos modelos sob selecdo. Assim o critério é definido como a
estatistica que maximiza a probabilidade de se identificar o verdadeiro modelo dentre os
avaliados.

Seja f(x,|0) um modelo estocastico estimado através do método da méxima
verossimilhanga. Entdo, o critério de informagéo Bayesiano (BIC) é dado por:

BIC = —2logL(8) + plog(n)
em que L(8) é a verossimilhanca do modelo ajustado, p é o nimero de parametros a serem
estimados e n o nimero de observagdes da amostra. O modelo com menor BIC € considerado

0 melhor ajuste.
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2.6 Estimagéo por maxima verossimilhanca

Neste estudo, foi considerado o delineamento inteiramente casualizado, porém sob a
suposicdo que os residuos seguem uma distribuicdo ST3. Sabe-se que em tal delineamento 0s
modelos normais sdo aplicados com muita frequéncia, principalmente, em &reas de estudo
como: agronbmia, engenharias, ciéncias bioldgicas, etc. Entretanto, quando os dados
apresentam assimetria, curtose ou bimodalidade este modelo torna-se inadequado para ser
utilizado na modelagem dos dados. Dessa forma, neste momento, estéo sendo apresentados 0s
estudos referentes as inferéncias estatisticas, tanto relacionados aos testes de hip6tese quanto
parte de estimagdo (intervalo de confianca). E, ainda, foram enfatizados os métodos
computacionais de estimacao existentes no software R. Sendo assim, o modelo de um ensaio
em DIC tem a seguinte forma:

Yij=m+1; +0€;
em que Y;; representa o valor esperado do tratamento i, m € o efeito da média geral, 7; € o efeito
do tratamento i e €;; ~ ST3(0,0%,v, a) representam os efeitos do fator ndo controlado do
ensaio experimental,comi =1, ...,/ ej = 1, ...,], sendo que I denota o nUmero de tratamentos
e J o nimero de repeticdes.

Seja y11, ..., y;; Uma amostra de tamanho n da distribui¢do ST3. Entdo, o logaritmo da
funcdo de verossimilhanca para o vetor de pardmetros 8 = (m,t7,0,7,v)T, em que T =

(tq,...,7)T € dada por:

(v+1

J 2 _wro
] i
_log ko™ x vl b

1

(@) =

i=1j
em que, z;; = (y;; —m —1;)/0. As estimativas de maxima verossimilhanca 0 do vetor de
pardmetros podem ser obtidas maximizando a log-verossimilhanca (7). Nesta etapa, foram
utilizados os métodos Nelder-Mead e o “L-BFGS-B” que sdo fornecidos no pacote “Optim” do
software R, em que os valores iniciais podem ser obtidos da fun¢ao “summary.lm”. Além disso,
0 “Optim” fornece a opgao “gr” em que o usuario pode fornecer o vetor escore que tonar o
algoritmo mais eficiente. Neste sentido, para obter as componentes do vetor score U(8) do
modelo ST3 derivou-se a fungdo log-verossimilhanga (7) em relacdo a v,m, u, T e o. Dessa

forma as componentes do vetor escore U(8) s&o dadas por:
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Uv(@)zii w () Ve + 1 (5) [ () v - () v — ]

2Ny

vo? + (yl, D) ] v+D+ 0y -w
n Z
21/ va + (yl] u) ]

)

{—12+F( )\/E—(V-l-l)[‘t +F( )\/ﬁ]
r(w 41 () V)

Us(6) = izjz é— (V+1)(yij_#)zz

i=1j=1 a [VUZ + (v —n) ]

Igualando essas equacgdes a zero e resolvendo-as, simultaneamente, obtém-se as
estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros utilizando métodos numeéricos.

Sob certas condicdes de regularidade o vetor de parametros @, em seu espaco
paramétrico, tem distribuicdo assintética \/ﬁ(é — 0) normal multivariada N;,,(0,K(8)~1),em
que K(0) é a matriz de informagcio esperada. A matriz de covariancias assintoticas K(8)~!
de @ pode ser aproximada pela inversade (I + 4) x (I + 4) da matriz de informagc&o observada
—L(8), isto é, pode-se inverter a matriz de informagc&o observada da funcéo dos parametros
para obter uma aproximacado da matriz de covariancias. Assim, com as EMVs podem fornecer
regibes de confianca utilizando a normalidade assintotica. Entdo, as inferéncias assintoticas
para os vetores de parametros @ podem ser realizadas utilizando aproximacdo normal
N,+4(O, —'L(e)—l) para @ e os erros-padrdo para as EMVs podem ser obtidas pela raiz quadrada
dos elementos da diagonal principal da inversa da matriz de informacao observadas e podem
ser formuladas hipoteses e serem testadas. Os elementos da matriz de informag&o observada

séo dadas por:

]mm ]m‘cl ]mrl ]ma ]ml ]ma

]1’11'1 ]‘L’1‘L'1 ]‘L’10' ]‘rll ]Tla

L=\ - : N PR : P
. . . . Joo : :

- I :

. ]aa
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parai =i'=1,..,1ej=j" =1,..,] que sdo obtidas numericamente. A distribui¢cdo normal
assintotica N,+4(0, —'L(e)—l) pode ser utilizado para construir regides aproximadas de
confianga para o vetor de pardmetros 6. Neste caso, os intervalos de confianga assintoticos

100(1 — y)% para cada componente do vetor de pardmetros 6,. € dado por:

IC, = <§r - Zy, ’ _2r,r' 0, + zy, ’ —'LA'W>
2 2

em que —[rrdenota o r-6simo elemento da diagonal da inversa da matriz de informacdo
observada —Z(@)_1 e zv é 0 quantil 1 — y/2 da distribuicdo normal padréo.
2

A normalidade assintotica, também, é Gtil para testes de qualidade de ajuste de alguns
submodelos. A estatistica de razdo de verossimilhanca (RV) pode ser utilizada para comparar
a distribuicdo OLLSN (u, 02, A, @) com os submodelos normal e skew normal. Por isso, obtém-
se 0 valor da estatistica w da funcao log-verossimilhanca LV do modelo restrito sob 0 modelo
irrestrito a ser testado. Em alguns casos, testa-se a hipétese do tipo H,: ¥ = Y, versus H: i +
P, em que P é o vetor formado com alguns componentes de 0 e ¥, é um vetor especifico,
que é realizado utilizando a estatistica LV. Por exemplo, a hipotese H,: @ = 1 versus H: H, ndo
é verdadeira é equivalente comprar OLLSN (u, 52,1, @) com a distribuicdo de skew normal
sendo que a estatistica W é obtida por:

w = 2{l(&, [, 6) — I(1, 1, 6)},
emque &,[ied sdoas EMVssob H e ji e séo as estimativas sob H,,.

A comparacdo de diferencas de tratamentos foi realizada por meio de intervalos de
confianca fazendo restri¢des nas colunas da matriz de delineamento experimental. Por exemplo,
para comparar os tratamentos Treat 1, Treat 2, ..., Treat I em relagdo ao Treat 1 basta fazer
Treat 1 = 0 e, assim, para os demais I tratamentos. O software R fornece a fungao “relevel(,)”
que permite tais restricdes. Qualquer interessado nas rotinas computacionais basta solicitar a

um dos autores.
2.7 Estudo de simulagdo
Nesta subsecdo, o estudo de simulacdo Monte Carlo foi realizado para avaliar o

comportamento das estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros u,o,v e 7. Os

resultados foram obtidos a partir de 1.000 simulacdes Monte Carlo. Para cada réplica, uma
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amostra de tamanho n é obtida a partir da distribuicdo ST3(u, o,v,t) € 0s parametros sao
obtidos pelo método da maxima verossimilhanca. Desta forma, para cada combinacao de n, u, v
e 7, 1.000 amostras foram geradas e ajustou-se 0 modelo ST3(u, o, v, 7).

Neste estudo de simulacdo, consideram-se dois cenarios com as seguintes

configuracdes:
1. Cenario: n = (20,200,1000),u =0, =1,v=3e71=1
2. Cenério: n = (20,200,1000), u = 22,0 = 0,204,v = 2,372 e T = 0,881.

Na Tabela 3 observou-se que os erros quadraticos médios (EQM) diminuem a medida
que o tamanho da amostra aumentou. Este comportamento é esperado quando os estimadores
tém boas propriedades estatisticas assintéticas. Esse fato confirma que, assintoticamente, a
distribuicdo normal proporciona uma aproximacao adequada para a distribuicdo amostral das

estimativas.

Tabela 3:Média e Erro Quadratico Médio (EQM) das estimativas de maxima verossimilhanca dos
parametros do modelo ST3

1° Cenério
n=20 n=200 n=1000
Pardmetro  Média EQM Média EQM Média EQM
u=0 0,162 0,460 0,001 0,016 0,007 0,002
=1 1,233 0,606 1,105 0,021 1,056 0,005
v=3 6,654 69,370 3,081 0,086 3,023 0,004
=1 3,262 44,739 1,151 0,032 1,065 0,006
2° Cenério
n=20 n=200 n=1000
Parametro  Média EQM Média EQM Média EQM
uw=22,00 22,001 0,009 21,992  0,0004 21,999 0,00003
o0=0,204 0,29 0,023 0,230 0,001 0,218  0,0002
v=2,372 3394 11,734 2,480 0,032 2,393 0,001
t=0,881 1,794 7,709 1,016 0,025 0,939 0,004

2.8 Andlise de residuos
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Para detectar possiveis observagdes discrepantes, assim como alguns desvios em relacdo
as hipoteses do ajuste do modelo de regressédo, foram feitos graficos dos residuos quantilicos A
fim de detectar possiveis observacOes discrepantes, assim como alguns desvios em relacéo as
hipdteses do ajuste do modelo de regressdo, foram feitos graficos dos residuos quantilicos
versus index e 0 dos residuos quantilicos versus quantis normais. Vale ressaltar que 0s
residuos quantilicos normalizados séo assintoticamente normais quando o modelo ajustado €

adequado para explicar os dados estudados.
2.8.1 Residuo quantilico

Dunn e Smyth (1996) propuseram uma técnica para fazer analise de residuos que é
conhecido por residuos quantilicos (rg). Este método gera residuos para uma distribuicdo
continua por meio dos desvios e dos residuos quantis, respectivamente. O propésito dos autores
foi utilizar a i-ésima observacao do residuo quantilico (rg) como uma medida de discrepancia
entre y;; e f1;;. Dessa forma, o residuo quantilico 7q;; para o modelo (6) pode ser definido por:

rqij = O HPsr3s (P, u = 0 =6,v="7,1=1)},
em que ®(-)~ é a fungdo quantilica da distribuicdo normal padrdo e ®¢r3(-) = Qgr3(-) € 0
quantil da distribuicéo t Student tipo 3.

Atkinson (1987), sugeriu a construcao de envelopes simulados para interpretar o grafico
normal de probabilidade dos residuos. Tais envelopes sdo bandas de confianca simuladas que
cobrem os residuos, de tal forma que, se 0 modelo estiver bem ajustado, a maioria dos pontos
estardo dentro do envelope.

Para a construcdo das bandas de confiangca recomendam-se 0s seguinte passo:

1. Ajustar o modelo proposto e calcular os residuos rq;;’s;

2. Simular k amostras da variavel resposta utilizando o0 modelo ajustado;

3. Ajustar o modelo proposto para casa uma das amostras simuladas e calcular os seus
respectivos residuos simulados rqij,comi=12,..,kej=12,..,n;

4. Colocar cada grupo de IJ residuos em ordem crescente, obtendo y ), para k =

1,2, ..K;

5. Para cada ij calcular a média, o minimo e os maximos dos residuos y; jyx, Ou Seja,

tij _
Yipk = Z§=1%'y(ij)3 = mln{y(ij)k: 1<k< K} e

y(ij)H = max{y(ij)k: 1 < k < K}
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6. Incluir as médias, os minimos e os maximos conjuntamente com os valores rq;; contra

0S quantis esperados da distribuicdo normal padrao.

O modelo ST3 estara bem ajustado, se os residuos rq;; apresentam um comportamento
aleatdrio em torno de zero. Foram realizadas 19 simulacg@es sugeridas por (ATKINSON, 1987).
Por isso, existe 1 chance em 20 ou 5% de que o maior valor absoluto dos residuos dos dados

estudados esteja fora do envelope simulado, assumindo que 0 modelo esteja bem ajustado.

3. RESULTADOS E DISCUSSOES

A Figura 4, apresente uma analise estatistica descritiva para cada um dos tratamentos
(Trat 1,Trat 2,Trat 3,Trat 4, Trat 5,Trat 6 e Trat 7). Observou-se nos tratamentos
(Trat 1,Trat 2 e Trat 4) que os valores das médias amostrais foram superiores aos das
medianas, enquanto que para 0s outros tratamentos (Trat 3,Trat 5,Trat 6 e Trat 7) tais
valores sdo praticamente iguais. Tal fato, evidencia que a distribuicdo normal pode ser
inadequada para esse ajuste. Outro fato a ser destacado € a possivel violagdo da pressuposi¢do
de homogeneidade exigida na andlise de variancia, ao ajustar-se o modelo normal. Tal
pressuposicao pode interferir nos resultados dos testes de médias, inferindo diferencas
significativas entre médias dos tratamentos, quando na realidade ndo existem ou o contrério.
Dessa forma, tem-se evidéncias que uma distribuicdo assimétrica pode ser utilizada para o

ajuste do teor de boro e enxofre na producéo de grdos de soja.
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Figura 4: Boxplot para cada um dos tratamentos sendo que - representa suas respectivas médias.

Na Tabela 4 estdo as estimativas dos parametros para os modelos normal e ST3. Dentre
tais estimativas de méaxima verossimilhanca (EMVs) destacam-se 0s erros-padréo e os valores
de Critério de Informag&o de Akaike (AIC) e Critério de Informacdo Baysiano (BIC). De acordo
com o0s critérios, quanto menor forem estas estimativas, melhor o ajuste. Enquanto que na
Tabela 5 encontram-se os valores do teste de razdo de verossimilhanca e do seu nivel descritivo.
Conforme os resultados, existem evidéncias estatisticas que 0 modelo ST3 pode ser utilizado
para analise dos dados de densidade.

Tabela 4: Estimativas de maxima verossimilhanca e os critérios de informacao

Normal ST3

(7] MLE E.P. p-valor 0 MLE E.P. p-valor
m 23,400 0,986 <0.001 m 22,617 0,186  <0,001
T, 0,625 1,395 0,659 T, -1,204 0,302  <0,001
T3 -1,250 1,395 0,380 T3 -0,796 0,246  <0,001
(P 4,125 1,395 0,007 Ty 3586 0,497 <0,001
Ts -1,625 1,395 0,257 Tg -1,008 0,350 <0,001
Te -0,150 1,395 0,915 Te 0,001 0,254 0,994

Ty 0,000 1,395 1,000 Ty 0,199 0,271 0,472

o 0,679 0,133 <0,001 o 0,204 0,266  <0,001
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i - - v 2372 0,187 <0,001
a - - - a 0,881 0,324 0,701
DG AIC SBC DG AIC SBC
117,512 133,512 144,169 79,765 99,765 113,087

Tabela 5: Teste de razdo de verossimilhanca para verificar se existe diferenca estatistica entre os modelos
ST3 e o Normal.

Modelos Hipdteses Estatistica w p-valor
Normal vs ST3 | Hy:A = 1 vs Hy: H, é falsa 37,747 <0,001

No ajuste do modelo (6), foi realizada uma restricdo na solucgdo, isto é, considerou-se o
efeito do tratamento t, = 0. Dessa forma, as estimativas dos pardmetros (7, T3, T4, Ts, T€ T7)
representam diferencas médias em relacdo ao tratamento ;. Isto significa que as interpretacoes
devem ser feitas em relacdo ao tratamento que foi realizado a restricdo 7. Observa-se, ainda,
que para os dois modelos ajustados (Normal e ST3) as estimativas dos parametros estdo
coerentes com o0s resultados mostrados na Figura 5, visto que os efeitos médios de todas as
diferencas estimadas apresentam valores positivos, conforme pode ser observado na Tabela 4.

Em relacdo as estimativas dos erros-padrdo, a distribuicdo normal apresentou valores
iguais (1,395), indicando homogeneidade dentro dos tratamentos, fato que ndo foi verifica na
Figura 4. Enquanto que o modelo ST3 evidencia ter modelado melhor a variancia dentro dos
tratamentos. Por exemplo, o tratamento (z5) foi que apresentou maior variancia e, também, o
que apresentou maior erro padrdo (0,350) e o 75 foi 0 que apresentou menor variancia e,
também, o que apresentou menor erro padréo (0,246). Assim, destaca-se a distribui¢cdo ST3 que
apresentou estimativas para os erros-padrdo menores do que o modelo normal.

Na Tabela 5, o nivel descritivo (<0,001) evidencia que existe diferenca estatistica entre
0s modelos ST3 e a Normal. Assim, ap0s as analises dos critérios de comparacao, dos erros-
padréo do teste de razdo de verossimilhanca utilizou-se a distribuicdo ST3para explicar os
dados.

Portanto, utilizando a distribuicdo ST3 para explicar os dados foram construidos
intervalos de confianca para todos os tratamentos tomando dois a dois, conforme apresentado

na Tabela 6.

Enviado em: 15/03/2019 - Aprovado em: 06/01/2020




SOUTH AMERICAN JOURNAL

v.6 n.2, p. 55-77, 2019. Edicdo ago/dez.

of Basic Education, Technical and Technological ISSN: 2446-4821

Tabela 6: Resultado da comparacdo dos 7 tratamentos utilizados para avaliar o teor de B e a absorcédo de
Semgrdos de soja

Hipoteses Estimativas ~ ICj,f ICsyp Hipoteses Estimativas ICiny ICsyp
HyiT,— 7, =0 -1,204 -1,824 0583 Hyt,—1,=0 1,204 0583 1,824
Hy:t3—7,=0 -0,796  -1,301 -0,290 Hy:t3—1,=0 0,409 -0,180 0,998
Hy:t,—7,=0 3587 2567 4,608 Hyt,—1,=0 4,791 3,727 5,855
Hyits — 7, = 0 -1,009  -1,727 0290 Hy:tg—1, = 0,197 -0,583 0,975
Hyitg— 7, =0 0,002 -0520 0524 Hy:tg—1, = 1,206 0,602 1,810
Hy:t;—7,=0 0,200 -0,359 0,758 Hy:t;,—1,=0 1,403 0,770 2,038
Hy:ty—13=0 0,796 0,290 1,301 Hyty—1,=0 -3,587 -4,608  -2,567
Hy:t, —173=0 -0,409  -0,998 0,180 Hy:t,—14=0 -4,791 -5,855  -3,727
Hy:t,—13=0 4382 3381 5384 Hyt;—1,=0 -4,382 -5,384  -3,381
Hy:ts—13=0 -0,212  -0,903 0,479 Hyts—1,=0 -4,595 -5,720  -3,470
Hy:tg—13=0 0,798 0,313 1,282 Hy:tg—1, = -3,585 -4595  -2,574
Hy:t;, —13=0 0,995 0,472 1518 Hy:t;—1,=0 -3,388 -4,417  -2,359
Hy:ty —15=0 1,009 0,290 1,727  Hy13—16=0 -0,798 -1,282  -0,313
Hy:T, — 75 =0 0,197  -0,975 0,583  Hyity — T4 = 3,585 2,574 4,595
Hy:t3—175=0 0,212 -0,479 0,903 Hyts—14=0 -1,010 -1,713  -0,307
Hy:t,—15=0 4595 3470 5720 Hyt,—14=0 0,198 -0,341 0,737
Hy:tg—15=0 1,010 0,307 1,713 Hyty—16=0 -0,002 -0,524 0,520
Hy:t;, —15=0 1,208 0,478 1938 Hy:tg—16=0 -1,010 -1,713  -0,307

3.1. Andlise de residuos

Com a finalidade de detectar algumas observacdes discrepantes e, também, alguns
desvios das suposi¢des do modelo de regressao foram realizados estudos de andlises de residuos
para os modelos normal e ST3. Tais resultados foram apresentados na Figura (5), sendo que 0s
gréaficos (a) e (c) representam os residuos quantilicos versus os indices e os (b) e (d) representam
os envelopes simulados para as respectivas distribuicfes. Especificando cada item observa-se
em (a) que existem evidéncias de uma possivel violacdo da independéncia dos parametros de
locacdo e de escala. Enquanto que em (c) os residuos quantilicos estdo bem distribuidos em
torno de zero e ndo apresentam evidéncias de problemas de dependéncia entre o modelo
esperado e a variacdo dos dados. Para os envelopes simulados no item (b) muitos pontos
estimados encontram-se fora do envelope indicando que a distribuicdo normal ndo foi bem
ajustada. Entretanto, no item (d) a maioria dos pontos estimados encontram-se dentro do
envelope indicando que a distribuicdo ST3 ajustou-se bem aos dados e pode ser utilizada para

explicar o efeito do teor de B e a absorcéo de S na producéo de grdos. Portanto, a distribuicao
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assimétrica ST3 ajustou-se melhor aos dados do que o modelo normal, neste exemplo especifico

de ensaios inteiramente casualizados.
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Figura 5: (a) e (c) graficos de indices versus residuos quantilicos para os modelos normal e ST3,
respectivamente. (b) e (d) grafico de envelpes simulados dos quantis normais versus os residuos quantilicos
para os modelos normal e ST3, respectivamente.

4. CONCLUSOES

A nova distribuicdo de probabilidade com quatro parametros chamada assimétrica t-
Student assimétrico tipo 3 (ST3) foi proposta com sucesso nos estudos com ensaios de
delineamento inteiramente casualizado. Tal distribuicdo ajusta-se a dados com a presenca de
assimetria e, ainda, é analiticamente tratavel. Também, permite testar a qualidade do ajuste com
alguns de seus submodelos: normal, Cauchy e Student. Foram fornecidas algumas propriedades
matematicas, incluindo, assimetria e curtose. O ajuste do modelo foi realizado utilizando o
método da méaxima verossimilhanga, de forma facil e intuitiva, por meio de rotinas
computacionais implementadas no software estatistico R. O modelo pode ser utilizado em
situagbes préaticas de delineamentos experimentais com interpretacdes de interesse do
pesquisador sem a necessidade das pressuposicdes exigidas pela analise de varidncia. Para
explicar o efeito do teor de B e a absorcéo de S na producéo de gréos de soja 0 modelo t-Student
assimétrico tipo 3 (ST3) ajustou-se melhor do que a distribuicdo normal.
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